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@ 1 FEinleitung

1 Einleitung

Wir sind bisher implizit davon ausgegangen, dass unser Regelsystem, also Regler und Beobachter,
1

kontinuerlich wirkt. Das heif3t, es wére streng genommen nur mit Elektronik

realisierbar. Wir werden hier die kennengelernten Methoden (klassisch und Zustandsraum)
erweitern, um Regler zu entwerfen, die mit digitalen Computern implementiert werden.

2 Dynamische Analyse diskreter Systeme ([FPE10, Kapitel 4.4 und Kapitel 8.2])

Die z-Transformation ist das mathematische Werkzeug, um lineare diskrete Systeme zu analy-
sieren. Sie spielt dieselbe Rolle wie die Laplace-Transformation fiir kontinuierliche Systeme.
2.1 z-Transformation

Die Laplace-Transformation ist definiert als
2

was direkt zur wichtigen Eigenschaft (mit Anfangsbedingungen gleich Null)

3

fiihrt. Das ermdglicht es uns, leicht die Ubertragungsfunktion eines linearen kontinuerlichen
Systems zu finden, wenn die Differentialgleichungen des Systems gegeben sind.
Fiir diskrete Systeme ist eine dhnliche Vorgehensweise verfiighar. Die z-Transformation ist

defniert als
4

wobei f(k) die abgetastete Version von f(t) ist, wie in Abbildung 1 gezeigt. Die Werte
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Abbildung 1: Eine kontinuierliche, abgetastete Version des Signals f ([FPE10, Abb. 8.3])

5 6

beziehen sich auf die diskreten Abtastzeitpunkte
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2.1.1 Zusammenhang zwischen s und z

Ein abgetastetes kontinuierliches Signal f(t) lasst sich auch als Folge gewichteter Dirac-Impulse

darstellen:
7

Durch Laplace-Transformation erhalt man daraus die komplexe Funktion
8

9

Mit Liicke 4 folgt somit womit die s-Ebene eindeutig und nichtlinear auf die

z-Ebene abgebildet wird. Die linke komplexe s-Halbebene wird wegen

10

11

in das Innere des abgebildet; die Stabilitdtsgrenze in der z-

Ebene ist somit
12

2.1.2 z-Ubertragungsfunktion
Liicke 4 fithrt mit f(57) = 0 fur § < 0 direkt zu einem Zusammenhang analog zu Liicke 3:

13
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Beweis:
14

Dieser Zusammenhang erlaubt es uns, die Ubertragungsfunktion eines diskreten Systems aus
dessen Differenzengleichung zu bestimmen. Zum Beispiel lasst sich die allgemeine Differenzen-
gleichung zweiter Ordnung

15

zur z-Transformierten der Variablen y(k), u(k), ... konvertieren, indem Liicke 13 angewandt
wird:

16

Dies fithrt dann zur diskreten Ubertragungsfunktion

17

2.2 Inverse z-Transformation
2.2.1 Korrespondenztabellen

Tabelle 3 ordnet einfache zeitdiskrete Funktionen zu ihren z-Transformierten zu. In Tabelle 4
sind zusétzlich zur z-Transformierten die Laplace-Transformierte fiir die selben Zeitfunktionen
angegeben. Wie bei der inversen Laplace-Transformation lésst sich mit Hilfe der Partialbruch-
zerlegung eine allgemeine z-Transformierte in Partialbriiche zerlegen, die man dann in der
Tabelle 3 und/oder in Tabelle 4 findet.
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2.2.2 Polynomdivision

Ein Verfahren zur Invertierung der z-Transformation, fiir das es kein Gegenstiick im Kontinu-

ierlichen gibt, ist die Polynomdivision. Gegeben sei die z-Transformierte
18

dann dividieren wir einfach den Zéhler durch den Nenner mit Hilfe der Polynomdivision. Das
Ergebnis ist eine Reihe (moglicherweise mit unendlich vielen Termen) in 271, von der die
Zeitreihe mit Hilfe von Liicke 4 bestimmt werden kann.

Beispiel:

19

e System 1. Ordnung:

20

= diskrete Ubertragungsfunktion

21

o Eingang sei Einheitsimpuls, definiert als

22

e Polynomdivision:

23

25

= Zeitreihe
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2.3 Endwertsatz der z-Transformation

Der Endwertsatz fir kontinuierliche Systeme ist (siche Tabelle 2 )
26

A
Die Laplace-Transformation einer Konstanten A mal Einheitssprung ist —, was zur Multiplika-

tion mit s in Liicke 26 fithrt. Fiir diskrete Systeme ist die Antwort auf den Einheitssprung
27

daher ist der Endwertsatz fiir diskrete Systeme
28

falls alle Pole von
29

innerhalb des Einheitskreises sind.

Beispiel: Um den stationdren Wert der Ubertragungsfunktion
X(z)  0.58(1+z)
U(z)  z+0.16

G(z) =

zu finden, setzen wir u(k) =1 fiir k£ > 0, so dass
30

Aus dem Endwertsatz folgt

31

32—

Wir kénnen also einfach einsetzen und erhalten dann die stationdre Verstarkung.

Der Stationdrwert ist unabhéngig von der Représentation des Systems, ob diskret oder kontinu-
ierlich, somit kann man damit tiberpriifen, ob ein diskreter Regler oder ein diskretes Modell dem
kontinuierlichen Regler oder System entspricht. Weitere Eigenschaften der z-Transformation
sind in Tabelle 1 aufgelistet.
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2.4 z-Ubertragungsfunktion von Abtastsystemen

Fiir die Ableitung des Zusammenhanges zwischen der tibertragungsfunktion eines kontinuierli-
chen Systems und der iibertragungsfunktion des zugehorigen zeitdiskreten Systems wird der
folgende Abtastregelkreis betrachtet:

33

Abtastregelkreise werden zweckméfigerweise als zeitdiskrete Systeme analysiert und syntheti-
siert, indem man der kontinuierlichen Regelstrecke G(s) ein dquivalentes zeitdiskretes System
G(z) zuordnet. Zu diesem Zweck werden der A/D—und der D/A-Umsetzer durch ideale Tastung

und eine Halteglied ersetzt und mit der Regelstrecke zusammengefasst:
34

Gesucht ist nun das Ubertragungsverhalten des dquivalenten zeitdiskreten Systems, das aus
einer Reihenschaltung von Halteglied und kontinuierlicher Regelstrecke besteht. Zunéchst wird
die Antwort des Haltegliedes 0—ter Ordnung auf einen Dirac-Impuls, also die Gewichtsfunktion
des Haltegliedes, betrachtet:
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Gewichtsfunktion des Halteglieds im Zeitbereich (Rechteckimpuls, Breite 7', Hohe 1):

35

o Gewichtsfunktion des Halteglieds im Laplace-Bildbereich:

36

o Reihenschaltung Halteglied und Regelstrecke:

37

¢ Ricktransformation in den Zeitbereich:
38

o Ideale Abtastung t = kT

39

o z-Transformation und Anwendung des Rechtsverschiebungssatzes ergibt schliellich
40

Die z-Ubertragungsfunktion der Reihenschaltung eines Haltegliedes 0-ter Ordnung und ei-
G(s)

S

nes kontinuierlichen Systems erhélt man somit wie folgt: Zundchst wird der Ausdruck
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(Sprungantwort des kontinuierlichen Systems) mit Hilfe z.B. der Korrespondenztabelle in den
z —_—

z—Bereich transformiert. Anschlieflend wird der so erhaltene z—Ausdruck noch mit oder

2
(1 — z~1) multipliziert.

3 Reglerentwurf durch diskrete Aquivalente [FPE10, Kapitel 8.3]

Der Entwurf durch das diskrete Aquivalent, auch Emulation genannt, verliuft in folgenden
Stufen:

1. Entwerfe einen kontinuierlichen Regler.
2. Diskretisiere den kontinuierlichen Regler.
3. Nutze diskrete Analyse, Simulation oder Versuch um den Entwurf zu verifizieren.

Zur Diskretisierung einer kontinuierlichen Ubertragungsfunktion gibt es verschiedene Approxi-
mationsmoglichkeiten. Die einfachste Moglichkeit haben wir im vorigen Kapitel kennengelernt
(Halteglied O-ter Ordnung). Interpoliert man linear zwischen den Zeitschritten ergibt sich zum

Beispiel die Trapezregel mit der Substitution:
41
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Anhang
Tabelle 1: Rechenregeln fiir die z-Transformation
Linearitatseigenschaft c1f1(k) + cafa(k) o—e c1 F1(z) + caFa(z)
Ahnlichkeitssatz a¥f(k)o—e F (2)
Rechtsverschiebung f(k—n)o—ez7"F(2)
n—1
Linksverschiebung f(k+n)o—e2"F(z) — 2" Z 27Lf(0)
=0
-1
Differenzsatz ~ Af(k) = f(k) — f(k — 1) o—e = —F(2)
k
, z
Summensatz fe(k) = ZZ{:)f(z) o — 1F(z)
Faltungssatz Z fi(k — i) fa(i) o—e Fy(2) - Fa(2)
=0
Déampfungssatz e T f(k) o—e F(e™Ty)
Anfangswertsatz f(0+) = lim F° (2)
Endwertsatz lim f(k) = lim((1 — 2 1) F(2))
k—o0 z—1

10
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Tabelle 2: Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation

Linearitétseigenschaft
Ahnlichkeitssatz

Verschiebungssatz

Déampfungssatz

Differentiation im Zeitbereich

2-fache Differentiation

n-fache Differentiation

Integration im Zeitbereich

Faltungssatz

Anfangswertsatz

Endwertsatz

c1f1(t) + cafa(t) o—o c1Fi(s) + caFa(s)

flat)o—e P (%)
1) o—e F(s)e ™"
-atf ) o—e F(s +a)
df (1)
T oe sF(s) = £(0)
@/ (t) df
- HSQF(S)—sf(O)—dtO

dn f(t) n < n—1u di_lf
v o—e s"F(s) — ; s il

/tf dro—e F()
0

[ i) falt =) dr o Fi(s) - Fals)
0

11

f(0+) = lim sF(s))

Re(s)—

Jim () = ig(+5°))
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Tabelle 3: Einige Korrespondenzen der z-Transformation

Nr. f(k) F(z)
_J1 firk=0
1 ko _{0 fiir k # 0 1
1 firk==k _
2 Ok—k,0 :{0 fﬁrk;ékz 2~ ko
B _ |1 fark>o0 z
3 on =10 = {} 2 —
z
4 k
(z — 1)
+ 1)
]{?2 Z(Z
° -1
6 ak i
Z—a
az
7 kL —_—
‘ (z—a)?
S gt az(z + a)
(2 —a)?
9 1_gk _z(-a)
(z—1)(z—a)

12
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Tabelle 4: Laplace- und z-Transformierte einfacher diskreter Zeitfunktionen

Nr. F(s) f(ET) F(2)

1 % W(kT) = 1(kT) = {(1) ey

2 Slz kT € Tzl)Q

. 707" T

4 s —il- a e z— Z_aT

G +1 a2 ket (zT—ZE_Zi:y

6 (3 —:a)3 %(kT)Ze_akT j:e_aT (’?"Zj_ee_;;?)3
. _* 1 — o—akT z(1—e™")

s(s +a) (z—1)(z —e—aT)
e coseokT T G o
) s2 (:ui—owg sinwok T 22 — (;:;2535) z+1
e e TR S
11 0 e " T sin wokT ze ! sinwoT

22 —2e T (coswyT) z +e—2aT

13
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