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1 Einfiihrung

1 Einfithrung

Die Struktur des Kalman-Filters entspricht der iiblichen Beobachterstruktur

1

mit einem stochastischen Modell der Regelstrecke
2

Das Kalman-Filter beruht auf demselben Ansatz wie der Beobachter:
3

nur wird jetzt die Riickfiihrmatrix L in anderer Weise bestimmt.
Fiir eine einfache Losung des Schétzproblems muss folgendes angenommen werden: Rausch-

prozesse w(t), v(t) weifl und unkorreliert, formal:
4

5

w(t): Prozessrauschen, Kovarianz:

6

v(t): Messrauschen, Kovarianz:




2 Das zeitinvariante Kalman-Filter

Der Schétzfehler € des Beobachters ist gegeben durch € = & — &, wobei & die Schétzung von x ist.
Die Riickfithrmatrix L soll nun so gewahlt werden, dass der mittlere quadratische Schétzfehler
minimal wird:

Als optimale Riickfiihrmatrix erhélt man
8

mit der Kovarianz des Schétzfehlers P als Losung der Matrix-Riccati-Differentialgleichung:
9

2 Das zeitinvariante Kalman-Filter

10 11

und (F, Q2)

Fir (H, F) , konvergiert die Losung der

Matrix-Riccati-DGL fiir beliebige, positiv-semidefinite P(0) = Py zu einer positiv-semidefiniten
konstanten Losung P = P(00) . In diesem Fall kann das zeitinvariante Kalman-Filter verwendet
werden und die konstante Losung P ist gegeben durch die algebraische Matrix-Riccati Gleichung,
ahnlich wie sie vom LQ-Regulator (siehe Skript @) bekannt ist:

12

Die Losung P fiihrt zur konstanten Kalman-Verstarkung

13

Eigenschaften des zeitinvarianten Kalman-Filters:

14

Optimalitdt, das heifit

fir mittelwertfreies, weiles Mess- und Prozessrauschen.

15

e Erwartungstreue Schétzung

e Dualitat zum LQ-Regulator
e Separationstheorem, wie bei jedem Beobachter

e Losung einer Riccati-Gleichung erforderlich

Bemerkung: Anstelle einer experimentellen Bestimmung der Kovarianzfunktionen @ und R
werden diese Matrizen hiufig diagonal angenommen und als Tuninparameter (Q = 0, R > 0)
verwendet.



3 Beispiel: Optimale Zustandsschdtzung fiir gedidmpften Oszillator

3 Beispiel: Optimale Zustandsschatzung fir gedampften Oszillator
o Zustandsdifferentialgleichungen:
T = 0 ! T+ w
T —w? 20

y:[O 1}3/:4—1)

16

o Kovarianzmatrix fiir das Prozessrauschen w:

e Messrauschen: R =r.

17

o Symmetrischer Ansatz fiir P:

Einsetzen in die Matrix-Riccati-Differentialgleichung;:
18

Berechnung:
19




3 Beispiel: Optimale Zustandsschdtzung fiir gedidmpften Oszillator

Es ergeben sich die folgenden drei Differentialgleichungen fiir p1, p2 und p4:

20

Mit Liicke 8 ist die optimale Riickfiihrmatrix gegeben durch:

21

Fir das zeitvariante Kalman-Filter ist also die numerische Lésung der gekoppelten Differenti-
22—

algleichungen fiir p;, ps und ps notwendig. Weil beobachtbar und damit auch

detektierbar ist, konvergieren die Werte von p; zu konstanten Werten und das zeitinvariante
Kalman-Filter kann verwendet werden. Fiir das zeitinvariante Kalman-Filter ldsst sich L explizit
berechnen:

23

24 —mMMM88 25

Die Nullstellen der ersten Gleichung sind , allerdings fithrt nur

auf eine positiv definite Matrix P. Entsprechend lautet die gesuchte Losung

26

und die konstante Riickfithrmatrix ist gegeben durch

27




3 Beispiel: Optimale Zustandsschdtzung fiir gedidmpften Oszillator

3.1 Simulationsbeispiel

Simulationsbeispiel fiir « = 0.1, w, = 2.5, Q(2,2) =¢g=5und R=r =1

Numerisch integrierte Losungen p; (o = 0.1, w, =2.5)

Die Werte p;(t) konvergieren gegen stationidre Werte, die Verwendung eines zeitinvarianten
Kalman-Filters ist gerechtfertigt.
Ausgangswerte, R =1 Zustédnde und Schatzwerte, R =1
4 T T T T T !

O+ YSensor

= Filterung der stark verrauschten Messwerte.

= Schétzwerte konvergieren schnell gegen Zustandswerte

3.2 Einfluss von Q und R

Simulationsbeispiel mit einem 10x gréfferem R = 10r = 10
Ausgangswerte, R =10 Zusténde und Schétzwerte, R =10
4 T T T T T :

O YSensor




4 Dualitat von optimaler Regelung und Zustandsschétzung

28 29

= Filter und Glattung der gefilterten Messwerte

= Kompromiss zwischen

30

des Schatzwerts und

31

gegeniiber Messrauschen

durch das Verhaltnis von R und @ beeinflussbar

4 Dualitat von optimaler Regelung und Zustandsschatzung

Vergleichen wir P(t) des Kalman-Filters in Liicke 9 mit Prqr(t) des LQ-Regulators

32

dann liegt folgender Schluss nahe: Das Kalman-Filter ist dquivalent zum LQ-Regulator fiir das
duale System (F*,G*, H*,J") mit

33

(Beachten Sie, dass beim LQ-Regulator die Matrix P gegen kleinere Zeiten hin integriert wird,
daher der Vorzeichenwechsel.) Der praktische Vorteil dieser Dualitét ist, dass dieselben Analy-
setools und numerischen Methoden auf beide Konzepte angewendet werden kénnen.

optimale Regelung optimale Schitzung

34

minimiert:
Q:

R:

liefert:

P 16st:

beeinflusst
Pole von:
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