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Aufgabe 1:. Reviewfragen
1.1

Aufgabe 2:. Modellanalyse
Bestimmen Sie für die folgenden Systeme jeweils die Simulationsdauer und die Zeitschrittweite
nach den Faustformeln. Bestimmen Sie die stationären Zustände. 𝑡sim = 5𝑇max, 𝛥𝑡 = 𝑇min/10

2.1 Linearer Feder-Masse-Schwinger

𝑥̈ + 2𝜁𝜔𝑥̇ + 𝜔2𝑥 = 𝑢

mit 𝜁 = 0.6, 𝜔 = 0.5

2.2 Schwingsystem mit progressiver Federkraft

𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ + 𝑐(𝑥3 + 𝑥) = 0

mit 𝑏 = 0.6, 𝑐 = 0.25. Hinweis: √−0.16 ± 0.75j ≈ 0.55 ± 0.68j

2.3 Lorenz-Attraktor: nur die stationären Zustände bestimmen. Zusatzaufgabe: Bestimmung
der Simulationsdauer und Zeitschrittweite mit Hilfe von Matlab.

𝑥̇ = 𝑎(𝑦 − 𝑥)
̇𝑦 = 𝑥(𝑏 − 𝑧) − 𝑦
̇𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑐𝑧

mit 𝑎 = 10, 𝑏 = 28 und 𝑐 = 8/3
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Aufgabe 3:. Konstruktion eines impliziten Runge-Kutta 2.
Ordnung

Stellen Sie die Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten auf, indem Sie mit der exakten
Taylor-Reihe vergleichen. Stellen Sie das Butcher-Koeffizienten-Schema auf und geben Sie
eine Lösung an.
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Teil II.
Lösungen
Lösung 1:. Reviewfragen

1.1

Lösung 2:. Modellanalyse

2.1 Stationärer Zustand 𝒙̇ = 0 ⇒ 𝒙 = [0 0]
T

𝑨 = [
0 1

−0.25 −0.6] ⇒ 𝜆2 + 0.6𝜆 + 0.25 = 0 ⇒ 𝜆1,2 = −0.3 ± 0.4j

⇒ 𝑇1 = 1
0.3

= 10
3

, 𝑇2 = 2𝜋
0.4

= 5𝜋

𝑡sim = 5 ⋅ 5𝜋 = 25𝜋

𝛥𝑡 = 1
3

≈ 0.33

2.2 Stationäre Zustände:

𝑥̇ = 𝟎

= [
𝑥2

−𝑐(𝑥3
1 + 𝑥1) − 𝑏𝑥2] ⇒ 𝑥2,s = 0 ⇒ 𝑥1,s = (0, ±j)

𝑨(𝑥1,s, 𝑥2,s) = [
0 1

−𝑐(3𝑥2
1,s + 1) −𝑏] ⇒ 𝜆2 + 0.6𝜆 + 0.25(3𝑥1,s + 1) = 0

⇒ 𝜆(𝑥1,s, 𝑥2,s) = −0.3 ± √0.09 − 0.25(3𝑥1,s + 1)

𝜆1,2(0, 0) = −0.3 ± 0.4j

𝜆3,4(±j, 0) = −0.3 ± √−0.16 ± 0.75j
= 0.25 ± 0.68j

𝑇1 = 10
3

, 𝑇2 = 5𝜋, 𝑇3 = 4 𝑇4 = 2𝜋
0.68

≈ 3𝜋

𝑡sim = 25𝜋
𝛥𝑡 = 0.33
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2.3 Stationäre Zustände:

0 = 𝑎(𝑦 − 𝑥)
0 = 𝑥𝑏 − 𝑥𝑧 − 𝑦
0 = 𝑥𝑦 − 𝑐𝑧

⇒ 𝑥 = 𝑦
⇒ 0 = 𝑥(𝑏 − 𝑧 − 1)

⇒ 𝑧 = 𝑥2

𝑐
⇒ 0 = 𝑥(𝑐𝑏 − 𝑐 − 𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 0, 𝑥2,3 = ±√𝑐(𝑏 − 1) = ±6√2

⇒ 𝑥1 = 𝑦1 = 𝑧1 = 0

⇒ 𝑥2,3 = 𝑦2,3 = ±6√2, 𝑧2,3 = 27

Jacobi-Matrix (Matlab):

𝑨 =
⎡
⎢
⎢
⎣

−𝑎 𝑎 0
𝑏 − 𝑧 −1 −𝑥

𝑦 𝑥 −𝑐

⎤
⎥
⎥
⎦

⇒ 𝜆𝑰 − 𝑨 =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝜆 + 𝑎 −𝑎 0
−𝑏 + 𝑧 𝜆 + 1 𝑥

−𝑦 −𝑥 𝜆 + 𝑐

⎤
⎥
⎥
⎦

⇒ 0 = 𝜆3 + 𝜆2(𝑎 + 𝑐) + 𝜆(𝑎 + 𝑐𝑥2 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑎𝑧) + 𝑎𝑥2 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑐𝑧 + 𝑎𝑥𝑦 + 𝑎𝑐

𝑥1 = 𝑦1 = 𝑧1 = 0 ⇒ 𝜆3 + 41𝜆2

3
− 722𝜆

3
− 720 ⇒ 𝜆1 = −8

3
, 𝜆2 = −22.8277, 𝜆3 = 11.8277

𝑥2,3 = 𝑦2,3 = ±6√2, 𝑧2,3 = 27 ⇒ 𝜆3 + 41𝜆2

3
+ 304𝜆

3
+ 1440

⇒ 𝜆4,5 = 0.0940 ± 10.1945j, 𝜆6 = −13.8546
𝑡sim = 54, 𝛥𝑡 = 0.0044

Lösung 3:. Konstruktion eines impliziten Runge-Kutta 2. Ordnung

0 𝑎11 𝑎12
𝑐 𝑎21 𝑎22

𝑤1 𝑤2

𝑤1 + 𝑤2 = 1, 𝑎11 + 𝑎12 = 0, 𝑎11 = 𝑎1, 𝑎12 = −𝑎1, 𝑐 = 𝑎21 + 𝑎22

mit 𝑓 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑡𝑘), Entwicklung der Taylor-Reihen bis ℎ2 ⇒ 𝐾𝑖 nur bis ℎ1 und 𝐾𝑖 als Funktions-
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wert nur bis ℎ0:

𝐾1 = 𝑓(𝑥𝑘 + ℎ (𝑎1𝐾1 − 𝑎1𝐾2)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛥𝑥

, 𝑡𝑘 ⏟
𝛥𝑡=0

)

≈ 𝑓 + ℎ (𝑓𝑥 ⋅ (𝑎1𝐾1 − 𝑎1𝐾2)) Taylor-Reihe 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛥𝑥, 𝑡𝑘) = 𝑓 + 𝑓𝑥𝛥𝑥
≈ 𝑓 + ℎ𝑓𝑥 (𝑎1𝑓 − 𝑎1𝑓) Taylor-Reihe 𝐾1 = 𝑓, 𝐾2 = 𝑓
≈ 𝑓

𝐾2 = 𝑓(𝑥𝑘 + ℎ (𝑎21𝐾1 + 𝑎22𝐾2)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛥𝑥

, 𝑡𝑘 + ℎ𝑐⏟
𝛥𝑡

)

≈ 𝑓 + 𝑓𝑥ℎ (𝑎21𝐾1 + 𝑎22𝐾2) + 𝑓𝑡ℎ𝑐 Taylor-Reihe 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛥𝑥, 𝑡𝑘 + ℎ𝑐) = 𝑓 + 𝑓𝑥𝛥𝑥 + 𝑓𝑡𝛥𝑡
≈ 𝑓 + ℎ𝑓𝑥 (𝑎21𝑓 + 𝑎22𝑓) + 𝑓𝑡ℎ𝑐 Taylor-Reihe 𝐾1 = 𝑓, 𝐾2 = 𝑓

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + ℎ(𝑤1𝐾1 + 𝑤2𝐾2)
≈ 𝑥𝑘 + ℎ(𝑤1𝑓 + 𝑤2 (𝑓 + ℎ𝑓𝑥𝑓 (𝑎21 + 𝑎22) + 𝑓𝑡ℎ𝑐)
≈ 𝑥𝑘 + ℎ(𝑤1 + 𝑤2)𝑓 + ℎ2𝑤2 (𝑓𝑥𝑓 (𝑎21 + 𝑎22) + 𝑓𝑡𝑐)

Bestimmungsgleichungen aus Vergleich mit exakter Taylor-Reihe:

𝑤1 + 𝑤2 = 1, 𝑤2(𝑎21 + 𝑎22) = 1
2

, 𝑤2𝑐 = 1
2

mögliche Lösungen:

𝑤1 = 𝑤2 = 1
2

𝑎21 = 𝑎22 = 1
2

𝑎1 = 𝑐 = 1
⇒ 𝑎11 = 1, 𝑎12 = −1
0 1 −1
1 1/2 1/2

1/2 1/2

𝑤1 = 0, 𝑤2 = 1

𝑎21 = 𝑎22 = 1
4

𝑎1 = 1
⇒ 𝑎11 = 1, 𝑎12 = −1

𝑐 = 1
2

0 1 −1
1 1/4 1/4

0 1

𝑤1 = 1
4

, 𝑤2 = 3
4

𝑎21 = 𝑎22 = 1
3

𝑎1 = 1
⇒ 𝑎11 = 1, 𝑎12 = −1

𝑐 = 2
3

0 1 −1
2/3 1/3 1/3

0 1
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