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Aufgabe 1:. Reviewfragen
1.1 Welche geometrische Form hat die lineare Näherung einer Funktion zweier Veränderli-

cher?

1.2 Was ist das totale Differential von 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)?

1.3 Wie hängen das totale Differential und die lineare Fehlerfortpflanzung zusammen?

1.4 Wie lässt sich die Steigung 𝑦′ einer impliziten Kurve, zum Beispiel 𝑥2𝑦2e𝑥+𝑦 = 1, berech-
nen?

1.5 Wie hängen das totale Differential und die implizite Ableitung zusammen?

1.6 Wie hängen das totale Differential und die allgemeine Kettenregel zusammen?

Aufgabe 2:. Tangentialebene, Lineare Näherung

2.1.

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle 𝑆 in der Form

𝑧T = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

2.1.1 𝑧 = (𝑥 + 𝑦)e𝑥−𝑦, 𝑆 = (1, 1)

2.1.2 𝑧 = 𝑥𝑦 cos(𝜋(2𝑥 − 𝑦)), 𝑆 = (1, −1)
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2.2.

Schätzen Sie folgende Funktionswerte 𝑓 durch lineare Näherung an der Stelle 𝑆:

2.2.1 𝑓 = 1.1 · e−0.1, 𝑆 = (1, 0)

2.2.2 𝑓 = (
47
48)

2
·

3√9, 𝑆 = (1, 8)

Aufgabe 3:. Fehlerfortpflanzung
Bestimmen Sie denmöglichenBereich des indirektenMesswerts 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) für die angegebenen
Mittelwerte 𝑥̄, ̄𝑦 und Messunsicherheiten 𝛥𝑥, 𝛥𝑦.

3.1 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥̄ = 2, 𝛥𝑥 = 0.1, ̄𝑦 = 3, 𝛥𝑦 = 0.2

3.2 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥
𝑦
, 𝑥̄ = 2.00, 𝛥𝑥 = 0.10, ̄𝑦 = 0.50, 𝛥𝑦 = 0.01

Aufgabe 4:. Implizite Ableitung
4.1 Bestimmen Sie alle Stellen 𝑆, an denen die Kurve mit der impliziten Darstellung

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦 = 7
4

horizontale oder vertikale Tangenten besitzt.

4.2 An welchen Stellen 𝑆 besitzt die Kurve mit der impliziten Darstellung

𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2 = 1
3

die Steigung 𝑦′ = 1?

Zusatzaufgabe: Plotten Sie die Kurven in MATLAB® MuPAD mit dem Befehl
plot(plot::Implicit2d(…))

Aufgabe 5:. Allgemeine Kettenregel
Differenzieren Sie die jeweilige Funktion 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) mit 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) mit Hilfe der
verallgemeinerten Kettenregel:

5.1 𝑧 = sin(𝑥𝑦) mit 𝑥 = ln 𝑡, 𝑦 = 𝑡

5.2 𝑧 = 𝑥e𝑦 mit 𝑥 = sin 𝑡, 𝑦 = 𝑡3

5.3 𝑧 = ln (𝑥𝑦), mit 𝑥 = sin 𝑡, 𝑦 = cos(𝑡)
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Teil II.
Lösungen
Lösung 1:. Reviewfragen

1.1 Tangentialebene

1.2 d𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝑥1

d𝑥1 +
𝜕𝑓
𝜕𝑥2

d𝑥2 +
𝜕𝑓
𝜕𝑥3

d𝑥3

1.3 Die lineare Fehlerfortpflanzung ist das totale Differential an der entsprechenden Stelle.

1.4 Mit Hilfe der impliziten Ableitung.

1.5 Die implizite Ableitung wird mit Hilfe des totalen Differentials hergeleitet, siehe Lücke
2.11 im Skript.

1.6 Die allgemeine Kettenregel ist das totale Differential geteilt durch d𝑡.

Lösung 2:. Tangentialebene, Lineare Näherung

2.1.1 𝑧 = 3𝑥 − 𝑦

2.1.2 𝑧 = 𝑥 − 𝑦 − 1

2.2.1 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥e𝑦, Tangentialebene 𝑧 = 𝑥 + 𝑦, Schätzwert 𝑧(1.1, −0.1) = 1

2.2.2 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 3√𝑦, Tangentialebene 𝑧 = 4𝑥 +
𝑦

12
− 8

3
, 𝑧 (

47
48

, 9) = 2

Lösung 3:. Fehlerfortpflanzung

3.1 𝑓𝑥 = 2𝑥, 𝑓𝑦 = 2𝑦, ̄𝑧 = 2.02 + 3.02 = 13.0
𝛥𝑧max = |2 · 2.0 · 0.1| + |2 · 3.0 · 0.2| = 0.4 + 1.2 = 1.6
⇒ 𝑧 = ̄𝑧 ± 𝛥𝑧max = 13.0 ± 1.6

3.2 𝑓𝑥 = 1
𝑦

, 𝑓𝑦 = − 𝑥
𝑦2 , ̄𝑧 = 2.00

0.50
= 4.00

𝛥𝑧max = |
1

0.50
· 0.10| + |−

2.00
0.502 · 0.01| = 0.20 + 0.08 = 0.28

⇒ 𝑧 = ̄𝑧 ± 𝛥𝑧max = 4.00 ± 0.28
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Lösung 4:. Implizite Ableitung

4.1 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥 + 𝑦2 + 𝑦 − 7
4

= 0, 𝑦′ = −
𝐹𝑥
𝐹𝑦

= −2 𝑥 + 1
2 𝑦 + 1

,

horizontal Tangenten:

𝐹𝑥 = 2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥h = −1
2

𝐹 (𝑥h, 𝑦) = 0 ⇒ 𝑦h1 = −2, 𝑦h2 = 1

𝑆1 = (−1
2

, −2),  𝑆2 = (−1
2

, 1)

vertikale Tangenten:

𝐹𝑦 = 2𝑦 + 1 = 0 ⇒ 𝑦h = −1
2

𝐹 (𝑥, 𝑦h) = 0 ⇒ 𝑥h1 = −2, 𝑥h2 = 1

𝑆1 = (−2, −1
2

),  𝑆2 = (1, −1
2

)

4.2

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦
2

− 1
3

, 𝑦′ = −
2 𝑥 + 𝑦
𝑥 + 2 𝑦

!
= 1

⇒ 𝑥 = −𝑦, 𝐹 (−𝑦, 𝑦) = 0 ⇒ 𝑦 = ±
√3
3

⇒ 𝑥 = ∓
√3
3

𝑆1 = (−
√3
3

,
√3
3

), 𝑆2 = (+
√3
3

, −
√3
3

)

Lösung 5:. Allgemeine Kettenregel

5.1 ̇𝑧 = 𝑧𝑥𝑥̇ + 𝑧𝑦 ̇𝑦 = 𝑦 cos(𝑥 𝑦) 1
𝑡

+ 𝑥 cos(𝑥 𝑦) · 1 = cos (𝑡 ln 𝑡) (ln 𝑡 + 1)

5.2 ̇𝑧 = 𝑧𝑥𝑥̇ + 𝑧𝑦 ̇𝑦 = e𝑦 cos 𝑡 + 𝑥e𝑦3𝑡2 = e(𝑡3) (cos 𝑡 + 3𝑡2 sin 𝑡)

5.3 ̇𝑧 = 𝑧𝑥𝑥̇ + 𝑧𝑦 ̇𝑦 = 1
𝑥
cos(𝑡) − 1

𝑦
sin 𝑡 = cos(𝑡)2 − sin(𝑡)2

cos(𝑡) sin(𝑡)
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