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1 Polar-, Zylinder und Kugelkoordinaten

1.1 Motivation

Sachverhalte, die eine Struktur von Zeilen und Spalten zeigen, lassen sich in kartesischen (von
René Descartes = Renatus Cartesius) Koordinaten anschaulich und tibersichtlich beschreiben,
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@ 1 Polar-, Zylinder und Kugelkoordinaten

zum Beispiel wird in der Physik die z-Achse héufig zur Darstellung der Zeit ¢ als unabhéngige
Variable verwendet, wihrend die y-Achse die zeitlich verdnderliche Grofle repréasentiert. Viele

andere Sachverhalte sind aber kreis-, zylinder- oder kugelférmig:
1

Dafiir sind die im Folgenden beschriebenen krummlinigen Koordinatensysteme besser als karte-
sische Koordinatensysteme geeignet!

1.2 Polarkoordinaten

Polarkoordinaten kennen Sie schon von den komplexen Zahlen: Statt einen Punkt im R? als
(z,y) zu bestimmen, lasst sich auch sein Abstand r vom Ursprung und der Winkel ,,Azimut* ¢

zur x-Achse angeben:
2

Achtung: Der Winkel ¢ ist mit Vorsicht zu genieflen:
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Entsprechendes gilt fiir die Winkel im Folgenden!

Umrechnung von polar nach kartesisch:
4

Umrechnung von kartesisch nach polar:
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1.3 Zylinderkoordinaten

Zu den Polarkoordinaten in der xy-Ebene ldsst sich die iibliche z-Achse dazugeben und man
hat damit ein Koordinatensystem fiir den R?, die Zylinderkoordinaten:
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Umrechnung von zylindrisch in kartesisch:
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Umrechnung von kartesisch nach zylindrisch:
8

Was ,passiert”, wenn man in einer Funktion z = f(z) die Koordinate = durch die Zylinderkoor-
9

dinate r ersetzt? Das Ergebnis ist eine

Wichtig: Dies gilt auch fiir die implizite Darstellung F(z, z) = 0 (siehe [Papl2, S.341, Aufga-
be 22]). Graphisch:
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1.4 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten = sparischen Koordinaten sind eine andere Erweiterung der Polarko-
ordinaten ins Dreidimensionale. Statt der kartesischen z-Koordinate kommt der Polwinkel =
Zenitwinkel ¥ zur positiven z-Achse hinzu. Eine andere Moglichkeit ist, 1 als Hohenwinkel =
Elevation zur zy-Ebene zu messen; das wird zum Beispiel fiir das interne Koordinatensystem

bestimmter Radarsensoren im Fahrzeug verwendet.
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Der iibliche Wertebereich von 1 ist damit
2

1

Umrechnung von sphérisch nach kartesisch:
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Umrechnung von kartesisch nach sphérisch:
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2 Integration in Polarkoordinaten

Bei zum Beispiel kreisformigen Funktionen ist es héufig einfacher, die Funktion f und den
Integrationsbereich in Polarkoordinaten (r, ¢) anzugeben und iiber 7 und ¢ statt iber  und y
zu integrieren. Die Integration lasst sich als Grenzfall einer Summe vorstellen: man summiert in
kartesischen Koordinaten hohe oder tiefe Quader mit kleiner quadratischer Grundfliche da dy
und Hoéhe f(z,y). Bei Polarkoordinaten sind die Grundflichen dagegen kleine Sektoren von
Kreisringen. Die Flache eines solchen Stiicks ist nicht dr d¢p, sondern verlangt einen Korrektur-
faktor:
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So lasst sich zum Beispiel die Fliache der Kreisscheibe mit Radius R um den Ursprung bestim-

men:
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In Zylinderkoordinaten ist derselbe Korrekturfaktor nétig.

3 Integration in Kugelkoordinaten

Bei Integration iiber Kugelkoordinaten hat man es nicht mehr wie im kartesischen Fall mit
Wiirfeln, sondern mit runden Stiickchen zu tun. Das Volumen eines solchen Stiicks ist nicht
dr d¥ dy, sondern verlangt einen Korrekturfaktor:
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So lasst sich zum Beispiel das Volumen einer Kugel mit Radius R um den Ursprung bestimmen:
18

4 Ubungsaufgaben

[Papl2, S.338ff, Aufgaben 4, 5, 6, 8, 12, 13, 16, 19 bis 25], [Pap10]: S.301ff, Kapitel F, alle
Aufgaben im Unterkapitel 1.2 Doppelintegrale in Polarkoordinaten, sowie die Aufgaben F40 bis
F48 im Unterkapitel 2.2 Dreifachintegrale in Zylinderkoordinaten.
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